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К вопросу об упрощении вывода 
канонических уравнений 
линий второго порядка 


Предложен оригинальный способ вывода уравнений эллипса и гиперболы через выражения для их 
фокальных радиусов. Эти выражения найдены как решения иррациональных уравнений применительно 
к линиям второго порядка. Дана общая теория получения канонических уравнений кривых второго 
порядка эллипса и гиперболы с помощью выражений для их фокальных радиусов. Такой подход 
значительно упрощает и делает более прозрачной процедуру вывода данных канонических уравнений 
по сравнению с традиционным методом. 


Различают два подхода к изложению материала, связанного с кривыми второго 
порядка. В основе одного из традиционных подходов кривые второго порядка вводятся 
соответствующими уравнениями, а геометрические свойства кривых выводятся 
исходя из алгебраической формы уравнений [1], [2]. 

В другом подходе в качестве определений принимаются геометрические свойства 
эллипса, гиперболы и параболы. Например, в качестве определений кривых принима- 
ются геометрические свойства фокальных радиусов. В этом подходе традиционно 
исходят из определений эллипса, гиперболы и параболы как геометрического места 
точек, удовлетворяющих определенному, характерному для данной кривой геоме- 
трическому свойству. Например, эллипс определяется как г.м.т., для которых сумма 
расстояний до двух фиксированных точек А| и Р. ‚ называемых фокусами, есть величина 
постоянная. Гипербола определяется аналогично, но вместо суммы расстояний рас- 
сматривается абсолютная разность расстояний [3-6]. 

Существует еще один подход, основанный на использовании свойств симметрии 
кривых второго порядка, позволяющий провести классификацию кривых из общего ал- 
гебраического уравнения второго порядка [7], [8]. Надлежащим выбором декартовой 
системы координат и определения кривых второго порядка, основанных на свойствах 
фокальных радиусов и директрис (на различиях значений эксцентриситета), общее уравне- 
ние второго порядка приводится к каноническому уравнению соответствующей кривой. 

Целью работы является упрощение процедуры получения канонических урав- 
нений эллипса и гиперболы в сравнении с традиционным подходом. 

Напомним стандартную постановку задачи, связанной с выводом канонических 
уравнений линий второго порядка. Определим эллипс как г.м.т. плоскости, для которых 
сумма фокальных радиусов для любой точки кривой есть величина постоянная: 
И +Р = С0П5. 

Для вывода канонического уравнения эллипса выберем систему координат, как 
показано на рис. 1, расположив фокусы Ё(-с, 0) и Е,(с,0) кривой на оси абсцисс 


по обе стороны от начала координат. 
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Рисунок 1 — К выводу канонических уравнений эллипса и гиперболы 


Запишем определение эллипса 
п +в =2а (1) 
в выбранной системе координат 


п= (++, в =) +2. (2) 


Подставим эти значения в основное равенство и получим уравнение 
2 2 2. 2 
(хе +у + (х-с7+у’ =2а. (3) 


В стандартном подходе дальнейшие преобразования состоят в «уничтожении» 
радикалов путем возведения обеих частей уравнения в квадрат. При преобразовании 
полученного уравнения, необходимо возводить его в квадрат еще раз и использовать 


2 2 я 
равенство с’=а”-Ь”. В результате получится каноническое уравнение эллипса 
(см. Приложение). 
2 
а 
а’ Ь 
Как приведено в приложении, вывод канонического уравнения эллипса (4) яв- 
ляется весьма громоздким. 
Каноническое уравнение гиперболы выводится по образцу уравнения (4). Здесь 
также используется определение гиперболы как г.м.т. плоскости, для которых 
абсолютная разность фокальных радиусов для любой точки кривой есть величина 


постоянная я = | = соп5{ =2а .В результате получим 


2 2 
Хх 
ре 


=1. (5) 


5 


а 


Рассмотрим возможность другого способа вывода канонических уравнений 
кривых второго порядка эллипса и гиперболы. Вернемся к определению эллипса (1), а 


выражение в координатах (3) запишем в виде /А+-/В =2а. Умножив обе его части на 
«сопряженное» выражение `/А--/В = 0, получим А-В=2а(/А--/В). Учитывая, что 

А=к,/В=к, будем иметь А-В=и и: = (х+с)'+у’-(х- с) + у’ =4сх. В резуль- 
тате, получим систему уравнений 


ИГ ›=2а, 
2хс,› 

а 
а 
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которая имеет следующее решение 


[6 
и =а+-—х=а-ех, 
_ (6) 


Замечание. Случай „А-В 0 реализуется в точках х=0 и с=0. В случае 
г’ = р =а получим окружность. 


ре с 
Далее, возведем в квадрат фокальный радиус и =а+-—х и используем 
а 


выражение (2): 


2 2 
[6 ё е 
(хе +у? наче + <) Хх +2 же+е? +у? =а?+2ке+[ <) ра 
а а а 


2 
с 2 2 2 2 

р с Е 
Аа 


Если ввести обозначение р” = а’ -—с’, то получим уравнение (4). 
Теперь рассмотрим гиперболу. Обратимся к определению гиперболы (5), а 


выражение в координатах запишем в виде /А--/В =2а. Умножив обе его части на 
«сопряженное» выражение ‚/А+_/В>0, получим А-В =2а(/А+-/В). Учитывая, 
что /А=и,/В=в, найдем |А -В = |2 -_ п = |(+о)’ у -@(-с+ У? = 4 сх . В резуль- 


тате будем иметь систему уравнений 


| —› =2а, 
2|сх 
п +и.= 
а 


которая имеет следующие решения для правой и левой ветвей: 


[6 [6 
к=а+-х=а-тех, к =—а х=-а-ех, 
а а 
(7) 
с 2с 
г=-=п+—х=-ачех. |г,=-п х=а-ех. 
а а 


2 
6 
Далее, составим уравнение и? - [= <) ‚ или более подробно (х+с)’+у’ = 
а 


2 2 

[ й 

= | =“) . После преобразования имеем |1--, х’+у’=а*-с*. Введем обозна- 

а а 
2 


чение Ь” = с” -а” и придем к уравнению =” + у’ =-Ь? , т.е. к уравнению (5). 
а 


Предложен альтернативный вывод уравнений кривых второго порядка эллипса 
и гиперболы, который основан на выражениях для фокальных радиусов (через экс- 
центриситет). Предложенный метод значительно упрощает процедуру получения ко- 
нечного результата и на наш взгляд имеет ряд преимуществ по сравнению с тради- 
ционным способом изложения данного материала. Прежде всего наш метод отли- 
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чается лаконичностью изложения, что усиливает его наглядный эффект. В процессе 
его изложения получаются формулы для фокальных радиусов кривых второго по- 
рядка, выраженные через эксцентриситет. Данный результат имеет самостоятельное 
значение и в традиционном изложении выписывается отдельно. В нашей версии 
канонические уравнения кривых второго порядка получаются исходя из свойств их 
фокальных радиусов, что, на наш взгляд, является более естественным и органично 
вписывается в канву данного метода. 


Приложение 
Вывод канонического уравнения эллипса традиционным способом 
Возведем в квадрат уравнение (3) 
оу? =2а- (хе + у?; (хе чу? =4а* -2а.(х-ее + у’ +(х-сР+у’; 
2хс = 4а? —4а (х-с) +у? —2хе; а /(х-с+у? =а?- же; 
ао’ ту) =а =ахсвх са’ =Эжеже у) ва 2а’‘левх ес" 
а чае чату =а +767; (а? с) час ча’ =а.. 
Обозначим Б* = а” —с* и получим 


Вх + ас? чату? =а'; Вх? +а (а? -Б?)+а?у? =а*; Б2х? +а?у? = а?Ь?; 
О О 
276? 22? +2 за? = 2а?Ь? — ау? -2577 5 Хо т а 
а 
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До питання про спрощення виведення канон!чних рвнянь ли другого порядку 
Запропонований ориПнальний спос1б виведення равнянь елшса 1 гшерболи через вирази для 1х 
фокальних радусв. Ц! вирази знайден! як виришення !рацюнальних р1внянь стосовно лишй другого 
порядку. Дана загальна теорля здобуття канон!чних равнянь кривих другого порядку елшса 1 гшерболи 
за допомогою виразйв для 1х фокальних радусв. Такий шджд значно спрощуе 1 робить прозорипою 
процедуру виведення даних канон1чних равнянь пор!вняно з традищиним методом. 


Г.Р. Мтопенко, 1... Регепко, Г.А. МоуКоуа 

Зоте ВетагК$ 0 бе Оцезйоп оп Ведисшо пе обашто оЁ Фе Сапошса! едиаНоп$ оЁ Зесопа Огдег Сигуе$ 
ТБе аКегрануе тео4 оЁ оМаштте Фе сапошса| едиаНоп$ оЁ зесоп4 ог4ег сигуез Баз Бееп оЙегед. ТЬ1$ 
тео 15 Базе оп ехргез$1оп$ Юг оса] га иазез. Т1$ \гау 15 звопег му гезрес! {ю Фе та опа] \уау. ТВе 
оеге4 тефо4 1$ зпаре ап сотона е т ар[у!е. 


Статья поступила в редакцию 16.02.2010. 
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